Elemente de teoria grafurilor

Notiuni introductive

Un graf (neorientat sau orientat) este o pereche ordonata de multimi G = (V, E).

Multimea V este o mulfime nevida si finita de elemente denumite védrfurile grafului.

Multimea E este o multime de perechi de varfuri din graf.

In cazul grafurilor neorientate, perechile de varfuri din multimea E sunt neordonate si sunt denumite
muchii. Perechea neordonatad formata din varfurile X si y se noteaza [x,y]; varfurile X si y Se numesc
extremitdtile muchiei [x,y].

In cazul grafurilor orientate, perechile de varfuri din multimea E sunt ordonate si sunt denumite arce.
Perechea ordonatd formata din varfurile X si y se noteaza (x,y); varful X se numeste extremitate initiala a
arcului (x, y), iar varful y se numeste extremitate finala a arcului (x, y).

Daca exista un arc sau o muchie cu extremitatile X si y, atunci varfurile X si y sunt adiacente; fiecare
extremitate a unei muchii/unui arc este considerata incidentd cu muchia/arcul respectiv.

Vom considera ca extremitatile unei muchii, respectiv ale unui arc, sunt distincte (adica graful nu contine
bucle).

Observaftii

1. Cu ajutorul unui graf neorientat putem modela o relatie simetrica intre elementele unei multimi, in
timp ce cu ajutorul unui graf orientat modeldm o relatie care nu este simetrica.

2. Intre oricare doud varfuri ale unui graf poate exista cel mult o muchie/arc. Daca intre doud varfuri
existd mai multe muchii/arce atunci structura se numeste multigraf. Nu vom lucra cu structuri multigraf.
3. In practica, informatiile asociate unui graf pot fi oricat de complexe, dar, pentru a simplifica, vom
considera ca varfurile grafului sunt etichetate cu numere naturale de la 1 la n (unde cu n vom nota
numarul de varfuri din graf). Aceasta numerotare nu este o restrangere a generalitdtii (de exemplu,
numarul varfului poate fi considerat pozitia pe care sunt memorate intr-un vector informatiile asociate
varfului).

4. In unele lucriri de specialitate, un vérf al grafului se numeste nod.

1. Reprezentare vizuala a grafurilor

» Fiecarui varf din graf 1i corespunde un punct in plan care are asociat numarul varfului. Pentru o
mai mare lizibilitate, un varf se reprezinta ca un cerc sau patrat in interiorul caruia se specifica
numarul varfului.

» Daca graful este neorientat, vom reprezenta fiecare muchie ca o linie (dreaptd sau curbad), care
uneste cele doud extremitati ale muchiei.

» Daca graful este orientat, vom reprezenta fiecare arc ca o sdgeata (dreaptd sau curbd) dinspre
extremitatea initiala catre extremitatea finala a arcului.

Graf neorientat G = (V,E). Graf orientat ¢ = (V,E).

V =1{1,2,3,4,5,6}, V =1{1,2,3,4,5,6},

E=1{(1,2),(13,),(1,5)(2,5), (45)} E =1{(1,2),(1,3),(25),(45),(51)(5,4)}
Figura 1 Figura 2

Graf neorientat Graf orientat



Elemente de teoria grafurilor - Notiuni introductive
2. Gradul unui varf

Fie G = (V, E) un graf neorientat. Se numeste grad al unui varf X numarul de muchii
incidente cu varful respectiv. Gradul varfului X se noteaza d (x).

Se numeste vdrf'izolat un varf care are grad 0.

Se numeste vdrf terminal un varf cu gradul 1.

De exemplu, pentru graful din figura 1:

X 1 2 3 4 5 6
d(x)| 3 2 1 1 3 0 Varfuri izolate: 6
Varfuri terminale: 3, 4

Fie G = (V,E) un graf orientat si X un varf din graf.
Gradul exterior al varfului X se noteaza d* (x) si este egal cu numarul de arce care au
ca extremitate inifiala pe X.

Gradul interior al varfului X se noteaza d~ (x) si este egal cu numarul de arce care au
ca extremitate finala pe x.

De exemplu, pentru graful din figura 2:

x | 1|2[3|4]5]68
dtx)| 2 | 1] 0|1
d)| 11| 1]1|2]0
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Observatii
1. Suma gradelor unui graf neorientat este egald cu dublul numarului de muchii din
graf.

2. Suma gradelor interioare ale varfurilor unui graf orientat este egala cu suma
gradelor exterioare ale varfurilor grafului si este egald cu numarul de arce din
graf.

3. Lant, ciclu, drum, circuit
Se numeste lant intr-un graf neorientat, o secventd de varfuri [xl, Xy, een, xp], cu
proprietatea ca oricare doud varfuri consecutive din secventa sunt adiacente.
Un lant este elementar daca el nu contine de mai multe ori acelasi varf.
Un lant este simplu daci el nu contine de mai multe ori aceeasi muchie.

Se numeste ciclu un lant simplu pentru care extremitatea initiald coincide cu extremitatea
finala. Ciclul se numeste elementar daca nu contine de mai multe ori acelasi varf (exceptand
extremitatile sale).

Se numeste lungime a unui lant numarul de muchii continute.

De exemplu, pentru graful neorientat din figura 1:

Lant: [3,1,2,5,1,3,1,5,4] - lungime 8.

Lant elementar: [3,1,2,5] - lungime 3, [4,5,2,1,3] - lungime 4.
Lant simplu: [3,1,2,5,1], [4,5,1].

Ciclu: [1,2,5,1,2,5,1].

Ciclu elementar: [1,2,5,1].
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Se numeste drum intr-un graf orientat o secventd de varfuri (xl,xz, ...,xp), astfel incat
pentru oricare doud varfuri consecutive x; si x;,, existd arcul (x;, X;,1).

Drumul se numeste elementar daca nu contine de mai multe ori acelasi varf.

Drumul se numeste simplu daca nu contine de mai multe ori acelasi varf.

Se numeste circuit un drum simplu pentru care extremitatea initiala coincide cu
extremitatea finala. Circuitul se numeste elementar daca nu contine de mai multe ori acelasi varf
(exceptand extremitatile sale).

Se numeste lungime a unui drum numarul de arce continute.

De exemplu, pentru graful orientat din figura 2:
Drum: (1,2,5,1,3) — lungime 4.

Drum elementar: (4,5,1,2) — lungime 3.

Drum simplu: (5,4,5,1,2,5), (1,2).

Circuit: (4,5,4,5,4), (1,2,5,1).

Circuit elementar: (1,2,5,1,).

Un lant/drum/ciclu/circuit elementar se numeste hamiltonian daca el trece prin toate
varfurile grafului.

Un lant/drum/ciclu/circuit elementar se numeste eulerian daca el trece prin fiecare
muchie/arc a/al grafului o singura data.

4. Grafuri asociate unui graf dat

Fie G = (V, E) un graf orientat sau neorientat.

Graful G' = (V, E") se numeste graf partial al lui G daci E' C E.
Observatie: Un graf partial al lui G se obtine eliminand muchii/arce din graful G.

0 0 ]

Figura 3 Figura 4
Graf partial obtinut din graful din figura 1 Graf partial obtinut din graful din figura 2
prin eliminarea muchiilor [1,3], [1,5]. prin eliminarea arcelor (1,2), (5,4).

Graful ¢"" = (V",E"") se numeste subgraf al lui G daca V" c V, iar E"' este multimea
tuturor muchiilor/arcelor din E cu proprietatea cd au ambele extremitati in V"',

Se spune ca subgraful G" este indus (sau generat) de multimea de varfuri V"

Observatie: Un subgraf al lui G se obtine eliminand varfuri din graful G impreuna cu toate
muchiile/arcele incidente cu acestea.
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Figura 5 Figura 6
Subgraf obtinut din graful din figura 1 prin Subgraf obfinut din graful din figura 2
eliminarea varfului 5 si a tuturor muchiilor prin eliminarea varfurilor 1, 3 §i 6 §i a
incident cu acesta: [1,5],[2,5], [4,5]. tuturor arcelor incidente cu acestea:

(1,2),(1,3), (51).

Graful G"" = (V"',E"") se numeste subgraf partial al lui G daca V""" c V, iar E'" este
inclusa in multimea tuturor muchiilor/arcelor din E cu proprietatea ca au extremitatile in V'".

Observatie: Un subgraf partial al lui G se obtine eliminand varfuri din graful G, toate

muchiile/arfele incidente cu V%rfurile eliminate, precum si alte muchii/arce din graf,

Figura 7 Figura 8
Subgraf partial obtinut din graful din figura 1 Subgraf  partial obtinut din graful din
prin eliminarea varfului 5 §i a muchiilor figura 2 prin eliminarea varfurilor 1, 3 §i 6
[1,3],[1,5],[2,5], [4,5]. si a arcelor (1,2),(1,3), (2,5)(5,1).

Exercitii
Fie G un graf orientat sau neorientat cu n varfuri si m muchii/arce.

1. Numarul de grafuri partiale ale lui G este 2™.
Solutie: Numerotam muchiile grafului de la 1 la m. Fiecarui graf partial ii putem
asocia in mod biunivoc o functie f:{1,2, ..., m} — {0,1} astfel:
~ _ (1, dacad muchia numerotata i apartine grafului partial
F@ = {O, daca muchia numerotata 7nu apartine grafului partial

Numarul de grafuri partiale este egal cu numarul de functii definite, adica 2™
(consideram ca un graf este partial al sdu).

2. Numarul de subgrafuri ale Iui G este 2™ — 1.

Solutie: Pentru a genera un subgraf, trebuie sa selectam multimea varfurilor sale,
multimea muchiilor/arcelor fiind unic determinatd de multimea varfurilor
selectate. Multimea {1,2, ..., n} are 2™ submultimi, dintre care trebuie sd eliminim
multimea vida. Deci, exista 2" —1 subgrafuri ale unui graf cu n varfuri
(consideram ca un graf este subgraf al sau).
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Fie G = (V, E) un graf orientat.
Graful GT = (V,ET) se numeste graf transpus al grafului G e
daca ET = {(y,x)|(x,y) € E}.

O

Figura 9 ° e
Graful transpus al grafului orientat din figura 2

5. Tipuri speciale de grafuri

Graf complet
Un graf orientat sau neorientat se numeste complet daca oricare doua varfuri din graf

sunt adiacente.
nn-1)

Observatie: Graful neorientat complet cu n varfuri se noteaza K, si contine muchii.
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Figura 10
Grafuri neorientate complete cu 3, 4 §i 5 varfuri

Pentru un numar de varfuri fixat, graful neorientat este unic, dar grafurile orientate

complete sunt mai multe. cve Ge
Figura 11 04

Grafuri orientate complete cu 4 varfuri
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Graf antisimetric
Un graf orientat se numeste antisimetric daca pentru oricare doua varfuri din graf x si y
daca exista arcul (x,y), atunci nu exista arcul (y, x).

Observatie: Orice relatie de ordine intre elementele unei mulfimi poate fi modelata cu
ajutorul unui graf orientat asimetric (varfurile grafului corespund elementelor multimii; daca
elementul x este in relatia de ordine respectiva cu elementul y, atunci in graf va exista arcul
(x,y); graful astfel definit este antisimetric, deoarece relatia de ordine este antisimetrica).

Graful din figura 9 nu este antisimetric deoarece exista varfurile 4 si 5 pentru care avem
arcele (4,5) si (5,4).

Graf turneu
Un graf orientat complet si antisimetric se numeste graf turneu.

5
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Graf bipartit

Un graf neorientat G = (V, E) se numeste bipartit daca multimea varfurilor sale poate fi
partitionata in doud submult{imi A si B nevide (AU B =V,A N B = Q) astfel incat orice muchie

are o extremitate in A si una in B.

AN O
e
®

Graf bipartit complet a

Un graf bipartit se numeste complet daca fiecare varf din multimea A este adiacent cu
fiecare varf din multimea B.

Observatie: Daca numarul de varfuri din mulfimea A este p, iar numarul de varfuri din
multimea B este g, graful bipartit complet se noteaza K,,_, si contine p — g muchii.

Graf regulat
Un graf neorientat se numeste regulat daca toate varfurile sale au acelasi grad.

Figura 13
Graf regulat




